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1 Introduction
Dans cet article, nous de´finissons la notion de correspondance compatible avec
une relation binaire. Dans le cas des relations d’incidence points-droites du plan
projectif sur le corps fini F2, nous montrons qu’il existe une telle correspondance
”ge´ne´rique”, et nous appliquons ce re´sultat au proble`me de Beckmann-Black et
au proble`me de Noether relatif au groupe PGL3(F2), note´ parfois  L3(2).
De´finition.- Soit deux ensembles finis A et B de cardinaux respectifs N et
M , C une partie de A × B, pA : C → A et pB : C → B les projections. On
suppose qu’il existe deux entiers n et m tels que, pour tout a ∈ A et b ∈ B,
Card p−1A (a) = n et Card p
−1
B (b) = m.
Soit de plus C1 et C2 deux courbes de´finies sur un corps k. Une correspon-
dance Γ ⊂ C1 ×C2 de bidegre´ n−m est dite compatible avec C si, e´tant donne´
un point ge´ne´rique P de C1, il existe une famille de N points distincts P de C1
contenant P et indice´e par A, ainsi qu’une famille de M points distincts Q de
C2 indice´e par B, telle que (a, b) ∈ C e´quivaut a` (Pa, Qb) ∈ Γ.
Exemple.- Soit n ≥ 5 un entier, et A (resp. B) les n sommets (resp, les n
coˆte´s) d’un polygone convexe a` n sommets, la partie C ⊂ A × B e´tant forme´e
des couples (a, b) tels que a ∈ b. Soient C1 et C2 deux coniques de´finies sur C,
et Γ la correspondance de bidegre´ 2− 2 sur C1 × C2 de´finie par (a, b) ∈ Γ si et
seulement si a appartient a` la tangente en b a` C2. Supposons qu’il existe une
partie M forme´e de n points distincts de Γ tels qu’on peut indicer la projection
de M sur C1 par A(resp. sur C2 par B) de telle fac¸on que (a, b) ∈ C si et
seulement si (Pa, Qb) ∈ M . Le the´ore`me de Poncelet affirme qu’alors Γ est
compatible avec C.
Nous montrons ici que, pour tout choix d’inde´termine´es (xa) indice´es par
le plan projectif P 2(F2), il existe une correspondance sur P
1 × P 1 de´finie sur
Q((xa)a∈A), compatible avec les relations d’incidence points-droites de P
2(F2).
Plus pre´cise´ment :
The´ore`me 1.- Soit A = P 2(F2) et B l’ensemble des sept droites de A. Pour
tout syste`me d’inde´termine´es (xa)a∈A, il existe une famille (yb)b∈B d’e´le´ments
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distincts de K = Q((xa)), unique a` homographies pre`s, et une 3− 3 correspon-
dance Γ ⊂ P 1 × P 1 de´finie sur K, unique une fois fixe´s les yb, telle que, pour
tout a ∈ A et b ∈ B, (xa, yb) ∈ Γ si et seulement si a ∈ b, et compatible avec les
relations d’incidence points-droites de P 2(F2).
On en de´duit sans difficulte´ :
The´ore`me 1’.- Il existe un polynoˆme S ∈ Q[A0, . . . , A6] tel que, si k
est un corps de caracte´ristique nulle, si P = X7 + a6X
6 + . . . + a0 ∈ k[X ]
est un polynoˆme se´parable de groupe de Galois contenu dans  L3(2) tel que
S(a0, . . . , a7) 6= 0,
1 et si f est une bijection de A = P 2(F2) sur les racines
de P pre´servant sa structure galoisienne (i.e. a, b, c aligne´s si et seulement
si f(c) ∈ k(f(a), f(b)), il existe une famille (βb)b∈B d’e´le´ments distincts du
corps des racines de P , unique a` homographies pre`s, et une correspondance
F ∈ k[X,Y ], unique une fois fixe´s les (βb), ve´rifiant F (f(a), βb) = 0 si et
seulement si a ∈ b, et compatible avec les relations d’incidence points-droites de
P 2(F2).
Nous donnons deux applications de ce the´ore`me :
I. Proble`me de Beckmann-Black
Soit k un corps, et G un groupe fini. Le ”proble`me inverse de Galois” pour le
corps k et le groupe G consiste a` rechercher s’il existe une extension galoisienne
de k de groupe de Galois G. Pour aborder ce proble`me, une me´thode qui s’est
re´ve´le´e fe´conde consiste a` construire une extension re´gulie`re de k(T ) de groupe
de Galois G. Par spe´cialisation de T en des e´le´ment de k, on obtient ainsi une
infinite´ d’extensions de k de groupe de Galois G.
Il est naturel de se poser le proble`me inverse : soit K/k une extension de
groupe de Galois G. Existe-il une extension galoisienne L/k(T ), re´gulie`re sur
k, qui, par spe´cialisation (par exemple en T = 0) donne l’extension K/k?
Cette question, appele´e parfois proble`me de Beckmann-Black [1], et que
Black [2] a conjecture´e avoir toujours une re´ponse positive, est re´solue, en par-
ticulier dans le cas ou` k = Q, pour les groupes abe´liens, le groupe syme´trique,
le groupe alterne´ An et une infinite´ de groupes die´draux.
Nous montrons ici, comme corollaire du the´ore`me 1, qu’il en est de meˆme
pour le groupe PSL2(F7). Ce groupe est d’ordre 168; il est isomorphe a` G =
PGL3(F2), et admet donc une repre´sentation de degre´ 7.
Plus pre´cise´ment, nous montrons :
The´ore`me 2.- Soit (xa)a∈A sept inde´termine´es indice´es par A, le plan
projectif sur F2, K = k((xa)a∈A) et P =
∏
a(X−xa). Il existe un polynoˆme Q ∈
K[X ], de degre´ 6, dont les coefficients sont invariants par G, et tel que le groupe
de Galois de P − TQ sur le corps K(T ), ou` T est une nouvelle inde´termine´e,
est isomorphe a` G. Le nombre de points de ramification du reveˆtement X 7→
T = P/Q est e´gal a` 6, et le type de ramification est (22, 22, 22, 22, 22, 22).
1dans ce genre de situation, nous dirons parfois ici pour abre´ger que P est suffisamment
ge´ne´ral.
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d’ou` l’on de´duit aise´ment :
The´ore`me 2’.- Soit k un corps de caracte´ristique 0. Il existe un polynoˆme
non nul H1 ∈ Z[A0, . . . , A6], ou` les Ai sont des inde´termine´es, tel que, si P =
X7+a6X
6+. . . a0 est un e´le´ment de k[X ] de groupe de Galois contenu dans G et
tel que H1(a0, . . . , a6) 6= 0, il existe Q ∈ k[X ] de degre´ ≤ 6, tel que l’extension
L de k(T ) obtenue par adjonction des racines de P − TQ soit k-re´gulie`re de
groupe de Galois G.
Remarque.- Il existe de meˆme un polynoˆme non nul H2 ∈ Z[A0, . . . , A6]
tel que, si les coefficients de P n’annulent pas H2, le type de ramification de
l’extension L soit (22, 22, 22, 22, 22, 22).
Exemples avec k = Q.-
1) On peut prendre pour P un polynoˆme scinde´, par exemple P = X(X2 −
1)(X2 − 4)(X2 − 9). On trouve alors Q = −259x6 − 18578x5 + 28812x4 +
93494x3 − 22709x2 − 192228x− 151380.
2) Si l’on prend le polynoˆme de Trinck P = X7 − 7X + 3, bien connu pour
avoir G comme groupe de Galois, on trouve
Q = 2X5 −X4 −X3 −X2 −X + 2 = (X − 1)2(X + 1)(2X2 +X + 2).
Le discriminant de P − TQ est
81(T 2 − 5T + 7)2(800T 3 + 21T 2 − 441T + 3087)2.
3) On retrouve comme cas particuliers les familles de polynoˆmes de groupe
de Galois G trouve´es par La Macchia [3], ainsi que par Matzat et Malle [4].
4) Dans [5], Malle construit une famille de reveˆtements de P 1 dans P 1 de
groupe de Galois G ayant la meˆme dimension ”ge´ome´trique” (a` savoir 3) que
ceux construits ici.
II. Proble`me de Noether
Comme autre corollaire du the´ore`me 1, nous montrons que le proble`me de
Noether admet une re´ponse positive pour le groupe G = PGL3(F2) agissant sur
sept points. Plus pre´cise´ment :
The´ore`me 3.- Soit (xa)a∈P 2(F2) sept inde´termine´es indice´es par le plan
projectif sur F2; soit K = Q((xa)), muni de son action naturelle par G. Le corps
KG des points fixes de K sous l’action de G est une extension transcendante
pure de degre´ 7 de Q.
Comme il est bien connu, ceci est e´quivalent a` l’existence d’un polynoˆme
P ∈ Q(T1, . . . , T7)[X ], ou` les Ti sont des inde´termine´es, tel que tout polynoˆme
”suffisamment ge´ne´ral” de degre´ 7 de´fini sur une extension k de Q et dont le
groupe de Galois est contenu dans G s’obtient en spe´cialisant les inde´termine´es
Ti en des valeurs de k.
Remarque.- Dans un preprint [7], B. Plants montre, en utilisant l’article [6], ou`
est prouve´ un analogue du the´ore`me 2 pour les groupes alterne´s d’ordre impair,
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que le groupe alterne´ A2n+1 ve´rifie la proprie´te´ de Noether si et seulement si il
en est de meˆme de A2n. Il retrouve ainsi le fait que A5 posse`de la proprie´te´ de
Noether.
2 Le plan projectif A
Afin de pouvoir donner des formules explicites, nume´rotons les sept e´le´ments
(1, . . . , 7) de A et les sept e´le´ments (1′, . . . , 7′) de B de la fac¸on suivante :
1′ = (234)
2′ = (135)
3′ = (126)
4′ = (147)
5′ = (257)
6′ = (367)
7′ = (456)
Ainsi, a ∈ b′ si et seulement si b ∈ a′.
Pour tout e´le´ment i de A ou B notons Gi le sous-groupe de G = PGL3(F2)
stabilisant i; Gi est isomorphe au groupe syme´trique S4. Par exemple, G1
est engendre´ par les deux permutations (234)(576) et (2365)(47) et G1′ par
(234)(576) et (1567)(34).
Soient (xi)1≤i≤7, X et Y des inde´termine´es, P =
∏
(X − xi) et K = k((xi));
on fait agir G sur K(X,Y ) trivialement sur k(X,Y ) et, pour tout σ ∈ G, par
σ(xi) = xσ(i), 1 ≤ i ≤ 7.
On choisit d’autre part un 7-Sylow Syl de G; pour tout i ∈ A ou B, l’application
Syl→ G/Gi est bijective.
Nous aurons besoin du lemme suivant, ou` εi : Gi → {±1} est la signature:
Lemme.- Pour tout i dans A ou B, notons Sti le k-sous-espace vectoriel de
k[x1, . . . , x7] forme´ des polynoˆmes homoge`nes p ∈ k[x1, . . . , x7] de degre´ au plus
1 en chaque variable et de degre´ total 3, tels que, pour tout σ ∈ Gi, on ait
σ(p) = εi(σ)p; Sti est de dimension 1. Plus particulie`rement, le polynoˆme
u1 = (x2 − x3)(x4 − x5)(x6 − x7) + (x2 − x4)(x3 − x7)(x5 − x6)
est un ge´ne´rateur de St1, et
v1 = x2(x5 − x7)(x1 − x6) + x3(x1 − x5)(x7 − x6) + x4(x1 − x7)(x6 − x5)
est un ge´ne´rateur de St1′ . De plus, pour tout a ∈ k, on a v1(x1+a, . . . , x7+a) =
v1(x1, . . . , x7).
Remarques.- 1) u1 est nul (pour des spe´cialisations αi distinctes deux-a`-
deux des inde´termine´es xi) si et seulement s’il existe une homographie involutive
permutant α2 et α6, α3 et α5 , α4 et α7.
2) Par suite, il n’est pas possible, pour des spe´cialisations αi des xi distinctes
deux-a`-deux, que u1 et ses analogues ui soient tous nuls : sinon, on aurait sept
homographies involutives commutant deux-a`-deux.
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3 De´monstration du the´ore`me 1
Soit F une correspondance 3− 3 compatible avec les relations droites-plans de
P 2(F2), c’est-a`-dire un polynoˆme a` deux variables X,Y de bi-degre´ 3, de´fini a`
une constante multiplicative pre`s. On peut, par composition de la correspon-
dance F avec elle-meˆme, lui associer une correspondance “comple´mentaire” H ,
de bidegre´ 4 − 4, telle que, si (xa)a∈A et (yb)b∈B sont des quantite´s telles que
F (xa, yb) = 0 si et seulement si a ∈ b, on ait H(xa, yb) = 0 si et seulement si
a 6∈ b.
Plus pre´cise´ment, le re´sultant de F (X,Y ) et F (Z, Y ) relativement a` Y est
de la forme (X − Z)3R1(X,Z), ou` R1 est un polynoˆme syme´trique de bidegre´
6−6, qui associe a` l’un des xa les six autres. De meˆme, le re´sultant de R1(X,Z)
et de F (Z, Y ) relativement a` Z est de la forme F (X,Y )2H(X,Y )3, ou` H est la
correspondance cherche´e.
Pour montrer le the´ore`me 1, nous prouvons d’abord l’existence de H , puis
celle de F :
The´ore`me 1”.- Conservons les notations du the´ore`me 1. Il existe une
famille (yj)j∈B d’e´le´ments de K, une 3 − 3 correspondance Γ, et une 4 − 4
correspondance Γ′ sur P 1 × P 1, telle que (xi, yj) ∈ Γ (resp. (xi, yj) ∈ Γ
′) si et
seulement si i ∈ j (resp. i 6∈ j).
Le the´ore`me 1′′ revient a` montrer l’existence de deux polynoˆmes F et H dans
K[X,Y ], de bidegre´s respectifs 3 − 3 et 4 − 4, et de sept e´le´ments (y1, . . . , y7)
de K, tels que F (xi, yj) = 0 si et seulement si i ∈ j
′ et H(xi, yj) = 0 si et
seulement si i 6∈ j′.
Pour tout j, 1 ≤ j ≤ 7, notons rj =
∏
i∈j′ (X − xi) et sj =
∏
i6∈j′(X − xi).
Les assertions du the´ore`me reviennent a` dire qu’il existe trois suites (yj), (aj) et
(bj), 1 ≤ j ≤ 7, telles que, si l’on pose, pour 1 ≤ j ≤ 7, Lj(Y ) =
∏
k 6=j(Y − yk),
le polynoˆme
F =
∑
ajLj(Y )rj(X), resp. H =
∑
bjLj(Y )sj(X)
est de degre´ 3 (resp. 4) en Y .
Le fait que H est de degre´ au plus 4 en Y s’e´crit
{ ∑
bjsj = 0∑
bjyjsj = 0
Comme les sept polynoˆmes sj sont de degre´ 4, l’espace des combinaisons line´aires
les annulant est de dimension 2 . En effet, si l’on choisit cinq sj , il est clair que
quatre d’entre eux exactement ont une racine commune, et le cinquie`me ne peut
donc pas en eˆtre une combinaison line´aire. Supposons pour fixer les ide´es que
x1 est cette racine commune; les quatre polynoˆmes sont alors s1, s5, s6 et s7. Le
de´terminant de ces quatre polynoˆmes divise´s par X−x1 dans la base canonique
{1, X,X2, X3} est e´gal, au signe pre`s, a`
u1(x2 − x6)(x3 − x5)(x4 − x7),
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ou` u1 a e´te´ de´fini dans la section pre´ce´dente, et est donc non nul. Par suite,
toute partie a` cinq e´le´ments de {s1, . . . , s7} est libre.
Soit donc deux combinaisons line´aires inde´pendantes
∑
j bjsj =
∑
j b
′
jsj = 0,
et posons yj = b
′
j/bj pour 1 ≤ j ≤ 7.
Les yi sont distincts deux-a`-deux (car si yi e´tait e´gal a` yj, la famille des (sk),
k 6= i, j serait lie´e). Si {(cj), (c
′
j)} est une autre base des combinaisons line´aires
reliant les (si), la matrice de passage de la base {bj), (b
′
j)} vers la pre´ce´dente
donne l’homographie reliant les (c′j/cj) aux yj .
Une fois les yj trouve´s, la de´termination des (aj) revient a` re´soudre le syste`me
line´aire a` 7 inconnues et 12 e´quations
∑
ajrj =
∑
ajyjrj =
∑
ajy
2
j rj = 0,
qui s’ave`re avoir une unique solution (a` un scalaire multiplicatif pre`s).
Remarquons que F,H et les yi ne sont pas uniques, puisqu’a` partir de polynoˆmes
F,H et d’e´le´ments yi satisfaisant aux relations d’incidence, on peut en obtenir
une infinite´ d’autres en les transformant par une homographie Y 7→ (aY +
b)/(cY + d), a, b, c, d ∈ K.
Cependant, une fois fixe´s trois yi, F est unique. On peut par exemple prendre
y1 = ∞, y2 = 0, y3 = 1. Ne´anmoins, dans ce cas, les coefficients de F et H ne
sont pas stables par l’action de G.
Si, par contre, on peut trouver des yi ∈ K tels que, pour tout σ ∈ G,
σ(yk) = yσ(k), les coefficients de F (de´finis a` une constante pre`s) peuvent eˆtre
choisis dans KG, le sous-corps de K fixe´ par G.
Par ailleurs, si deux solutions (yi) et (zi) sont telles que la relation ci-dessus
soit ve´rifie´e pour chacune d’elles, l’homographie permettant de passer de l’une
a` l’autre peut aussi eˆtre choisie a` coefficients dans KG.
Nous montrons ci-apre`s qu’il existe une famille famille (yi) plus satisfaisante
que les autres, du point de vue galoisien et de la compatibilite´ avec les homo-
graphies sur les xi :
Posons 

y1 = −
v1(1/x1, . . . , 1/x7)x1 . . . x7
v1 ,
yσ(1) = σ(y1) et uσ(1) = σ(u1) pour σ ∈ Syl
U =
∏7
i=1(Y − yi)
l1 = u2u3u4v
2
1
m1 = u2u3u4v1(x2 − x3)(x3 − x4)(x4 − x2)
.
Proposition 1.- Les yi construits ci-dessus ve´rifient les proprie´te´s suiv-
antes:
a) pour tout σ ∈ G, yσ(i) = σ(yi)
b) Pour toute homographie h : z 7→ (az + b)/(cz + d), a, b, c, d ∈ k, on a
yi(h(x1), . . . , h(x7)) = h(yi(x1, . . . , x7)).
c) l’application (x1, . . . , x7) 7→ (y1, . . . , y7) est involutive.
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Le the´ore`me 1′ est alors ve´rifie´ en prenant pour Γ (resp. Γ′) la correspon-
dance d’e´quation F = 0 (resp. H = 0), avec
F = U
∑
σ∈Syl
σ(
l1r1
Y − y1
) et H = U
∑
σ∈Syl
σ(
m1s1
Y − y1
).
De plus, les coefficients de F et H sont invariants par G.
En effectuant la division euclidienne de FH (vu comme polynoˆme en X) par
P , on obtient FH = P (X)V (Y ) − φ(X,Y ), ou` φ est de degre´ ≤ 6 en X et de
degre´ ≤ 7 en Y . Comme, pour toute racine y de U , φ(X, y) s’annule en les 7
racines de P , φ est de la forme Q(X)U(Y ), Q de degre´ ≤ 6, et on a
FH = P (X)V (Y )−Q(X)U(Y ).
Par ailleurs, on a la formule explicite suivante pour Q :
Proposition 2.- On a
Q = P
∑
σ∈Syl
σ(
q1
X − x1
),
ou` q1 = u
2
1P
′(x1)(x2 − x6)(x3 − x5)(x4 − x7).
Il est alors clair que les coefficients de Q sont invariants par G, et que P et
Q sont premiers entre eux.
Si T est une inde´termine´e, et si PT = P − TQ et UT = U − TV , on a
imme´diatement FH = PT (X)V (Y )−Q(X)UT (Y ).
On en de´duit que l’ensemble A des racines de PT et l’ensemble A
′ des racines
de UT sont relie´es par une relation d’incidence de type “points-droites” sur le
plan projectif P 2(F2) : si y ∈ A
′, les trois “points” de y sont les racines de
F (X, y).
Ceci prouve le the´ore`me 1.
Le polynoˆme S du the´ore`me 1′ s’obtient par exemple en multipliant le dis-
criminant de P par le produit des σ(u1), ou` σ parcourt le groupe syme´trique
S7, et en exprimant le re´sultat en fonction des coefficients de P .
Remarques.- 1) Soit disc(P,X) le discriminant d’un polynoˆme relativement
a` X . Apre`s calculs, il s’ave`re que
(
∏
b
vb)
12disc(P − TQ,X) = (
∏
a
ua)
12disc(U − TV, Y ).
Cela prouve que, si P ∈ k[X ] n’annule pas S, il en est de meˆme de tout
polynoˆme se´parable du faisceau P − TQ associe´ .
2) Si F est la correspondance de la proposition 1, on peut montrer que, pour
toute spe´cialisation t de T , les racines (αa)a∈A de P − tQ et (βb)b∈b de U − tV
sont telles que, pour tout j ∈ B, βj est la spe´cialisation en les αi de la fraction
rationnelle yj(x1, . . . , x7).
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4 De´monstration des the´ore`mes 2 et 2′
Le groupe de Galois de l’extension M = K(T )(A) de K(T ) est contenu dans
G : si σ est un e´le´ment de ce groupe, et si trois e´le´ments de A sont “aligne´s”,
i.e. s’il existe y ∈ A′ tel que ces trois e´le´ments sont les racines de F (X, y), leurs
images par σ sont les racines de F (X, σ(y)), et sont donc aligne´s; σ pre´servant
l’alignement, il est dans G.
Par ailleurs, on peut montrer , par exemple en prenant l’un des exemples
donne´s en introduction, que le type de ramification de X 7→ P (X)/Q(X) est
(22, 22, 22, 22, 22, 22). Comme le seul sous-groupe transitif de G ⊂ S7 engendre´
par des produits de deux transpositions est G lui-meˆme, on en de´duit que G est
le groupe de Galois de M/K(T ), d’ou` le the´ore`me 2.
Le the´ore`me 2′ s’en de´duit facilement : si un polynoˆme se´parable P a un
groupe de Galois contenu dans G, on peut mettre en bijection l’ensemble de
ses racines et le plan projectif A, de fac¸on que les coefficients de F , G et Q
appartiennent au corps de base k. Par un raisonnement analogue au pre´ce´dent,
on montre alors que G est le groupe de Galois de P −TQ sur k(T ), pourvu que
le re´sultant R de P et Q soit non nul; on peut alors prendre H1 =
∏
σ∈S7/G
R.
Le discriminant de P −TQ relativement a` X est le carre´ d’un polynoˆme S(T ) de
degre´ 6, dont le discriminant permet d’obtenir le polynoˆme H2 de la remarque
suivant le the´ore`me 3.
Remarquons d’autre part que, ge´ne´riquement, le polynoˆme Q a un discrim-
inant non nul (comme le montre sa spe´cialisation en le premier exemple de
l’introduction). En particulier, d’apre`s la remarque 1 de la section pre´ce´dente,
le polynoˆme Q unitaire construit a` partir du polynoˆme
∏
a∈A(X − xa), ou` les
xa sont des inde´termine´es, ve´rifie les hypothe`ses du the´ore`me 1
′.
5 Le proble`me de Noether pour  L3(2)
Le stabilisateur d’un point a ∈ A dans G =  L3(2) est isomorphe au groupe
syme´trique S4, agissant transitivement sur les six parties a` deux e´le´ments de
{1, 2, 3, 4}. Il est bien connu que le proble`me de Noether a une solution positive
dans ce cas, c’est-`-dire qu’il existe un polynoˆme ge´ne´rique unitaire Q, a` six
inde´termine´es T1, . . . , T6, tel que tout polynoˆme unitaire de degre´ 6 suffisamment
ge´ne´ral sur un corps k de caracte´ristique nulle, de groupe de Galois contenu dans
S4 via cette action, est obtenu par spe´cialisation de ces inde´termine´es en des
e´le´ments de k. Une fac¸on d’obtenir Q est par exemple la suivante : si P ∈ k[X ]
de degre´ 6 a comme groupe de Galois S4 ⊂ A6, ses racines se regroupent en trois
couples (x1, x
′
1), (x2, x
′
2) et (x3, x
′
3) telles que x
′
i ∈ k(xi). Le polynoˆme dont les
trois racines sont les zi = (xi − x
′
i)
2 est de la forme X3 − a1X
2 + a2X − u
2,
a1, b1 et u ∈ k, et, comme xi + x
′
i ∈ k(z
2
i ), il existe a3, a4 et a5 dans k tels que
xi = zi + a3 + a4z
2
i + a5z
4
i ; Le polynoˆme ge´ne´rique est le polynoˆme minimal de
z. Les quantite´s a1, a2, a3, a4, a5 et u, exprime´es en fonction des racines d’un
polynoˆme inde´termine´ P = (X − x1)...(X − x6), engendrent le sous-corps de
Q(x1, . . . , x6) fixe´ par S4.
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Soit donc (xa)a∈A sept inde´termine´es indice´es parA = P
2(F2),K = Q((Xa)),
M = KG, et soit F la correspondance de´finie sur M de la proposition 1. Soit
Q1 ∈ M [X ] le polynoˆme unitaire proportionnel a` Q; par construction, il existe
une bijection a→ αa de A sur l’ensemble forme´ des six racines deQ1 et de l’infini
et une bijection b→ (βb) de B sur les racines de V telles que F (αa, βb) = 0 si et
seulement si a ∈ b. Le groupe de Galois de Q1 sur M fixe l’infini et permute les
autres (αa), il est donc contenu dans le stabilisateur St∞ de l’infini dans  L3(2),
et lui est en fait e´gal, puisque c’est le cas pour l’exemple 1 de l’introduction, qui
en est une spe´cialisation.
Par ailleurs, comme on l’a vu pre´ce´demment, le polynoˆme Q1 est suffisam-
ment ge´ne´ral, dans la terminologie du the´ore`me 1′, et la correspondance F
pre´servant les relations d’incidence entre les (αa) et les (βb) est donc unique.
Par ailleurs, Q1 s’obtient par spe´cialisation de T1, . . . , T6 en des e´le´ments
r1, . . . , r6 ∈M du polynoˆme ge´ne´riqueQ; le polynoˆme Q1 est donc a` coefficients
dans L = Q(r1, . . . , r6), a St∞ comme groupe de Galois sur L. D’apre`s la
remarque 2 de la fin de la section 3, F est donc donne´e par la formule de la
proposition 1, ou` les xi sont spe´cialise´s en les αi, et F est a` coefficients dans L.
Le polynoˆme initial P =
∏
a∈A(X−Xa) s’obtient a` partir de F en e´liminant
Y entre les relations F (Xa, Y ) et F (X,Y ), (a ∈ A), et est donc a` coefficients
dans L(Xa), pour tout a ∈ A; le groupe de Galois de K/L(Xa) est e´gal au
stabilisateur de a dans G, et donc le groupe de Galois de l’intersection N =
∩a∈AL(Xa) est e´gal a` G, d’ou` N = K
G. Comme, pour a ∈ A, N est une
sous-extension de l’extension L(Xa)/L, qui est transcendante pure de degre´ 1,
il existe r7 ∈ N tel que r1, . . . , r7 sont alge´briquement inde´pendants, et telle que
KG = N = L(r7) = Q(r1, . . . , r7), d’ou` le re´sultat.
De fac¸on explicite, on peut prendre r7 =
∏
a∈A xa : soit en effet R ∈ L[X ]
le polynoˆme unitaire de degre´ 7, s’annulant en 0, associe´ a` F . Il existe t ∈ M
tel que le polynoˆme P =
∏
(X − xa) s’e´crit R − tQ1. Comme R et Q1 sont
unitaires, on a −
∏
xa = R(0) − tQ1(0) = −tq6, ou` q6 est le terme constant
de Q1. Par suite, t =
∏
xa
q6
, d’ou` le re´sultat. Par construction, le polynoˆme
R−T7Q1 ∈ Q(T1, . . . , T7)[X ] est un polynoˆme ge´ne´rique pour les polynoˆmes de
degre´ 7 dont le groupe de Galois est un sous-groupe de  L3(2).
6 D’autres cas
Pour terminer, donnons quelques re´sultats analogues aux the´ore`mes 1 et 2 pour
les polynoˆmes de degre´ 4, 5 et 6:
1) Soit P ∈ k[X ] un polynoˆme de degre´ 4, suffisamment ge´ne´ral (en ce sens
que ses coefficients n’annulent pas un certain polynoˆme non nul), et dont le
groupe de Galois est contenu dans (Z/2Z)2. Il existe un polynoˆme Q ∈ k[X ] de
degre´ 4 tel que le groupe de Galois de P − TQ sur k(T ) est (Z/2Z)2.
Ici, le polynoˆme Q est particulie`rement simple a` calculer: si on homoge´ne´ise
P par R(X,Z) = Z4P (X/Z),
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et si
Hes = R′′X2R
′′
Z2 − (R
′′
XZ)
2,
on a Q = Hes(X, 1). A` une constante multiplicative pre`s, Q est le reste de
P ′2 modP.
Par ailleurs, P (X)Q(Y )−P (Y )Q(X) = (X−Y )F1(X,Y )F2(X,Y )F3(X,Y ),
ou` F1, F2 et F3 sont des correspondances 1− 1 syme´triques, en fait les graphes
des trois homographies involutives envoyant une racine de P − TQ sur ses trois
autres conjugue´es. Ces homographies sont inde´pendantes de T .
2) Soit P ∈ k[X ] un polynoˆme de degre´ 4, suffisamment ge´ne´ral et dont le
groupe de Galois est contenu dans le groupe die´dral D4. Il existe deux polynoˆmes
Q1 et Q2 ∈ k[X ] de degre´ ≤ 4
tel que le groupe de Galois de P − T1Q1 − T2Q2 sur k(T ) soit D4.
Explicitement, si P =
∏
i∈Z/4Z(X − xi), si u = x0 − x1 + x2 − x3 et si
q = ux+ x1x3 − x0x2, on peut prendre Q1 = q
2 et Q2 = uq(2x
2 − x(x0 + x1 +
x2 + x3) + x0x2 + x1x3),
F e´tant une correspondance (a` un parame`tre) 2 − 2 telle que F (xi, yj) = 0
si et seulement si j = i ou j = i + 1, et H la correspondance 1 − 1 graphe de
l’homographie involutive envoyant, pour tout i, xi sur xi+2.
3) Soit P ∈ k[X ] de degre´ 5, suffisamment ge´ne´ral, tel que le groupe de
Galois de P soit contenu dans le groupe die´dral D5. Il existe Q ∈ k[X ] de degre´
≤ 4 tel que le groupe de Galois de P − TQ sur k(T ) soit e´gal a` D5.
Soit P =
∏
i∈Z/5Z(X − xi). On a alors
Q = P
4∑
i=0
P ′(xi)(xi−1 − xi+1)(xi−2 − xi+2)
X − xi
,
et P (X)Q(Y )− P (Y )Q(X) = (X − Y )FG, ou` F et G sont les deux correspon-
dances syme´triques de bidegre´ 2−2 telles que F (xi, xj) = 0 (resp. G(xi, yj) = 0)
si et seulement si i− j = ±1 (resp. i− j = ±2.)
4) Soit P ∈ k[X ] de degre´ 6, suffisamment ge´ne´ral, tel que le groupe de Galois
de P soit contenu dans le produit en couronnes G de S23 par Z/2Z (d’ordre 72).
Il existe Q1 et Q2 ∈ k[X ] de degre´ 5 tel que le groupe de Galois de P − T1Q1 −
T2Q2 sur k(T1, T2) soit e´gal a` G.
Remarques.- 1) Pour n ≥ 6, il n’est pas vrai que, si (xi)i∈Z/nZ sont
des inde´termine´es, il existe une 2 − 2 correspondance F compatible avec les
relations d’incidence associe´es a` un polygone re´gulier a` n coˆte´s (dont le groupe
associe´ est le groupe die´dral Dn) de´finies dans l’introduction: on sait d’apre`s
l’interpre´tation du the´ore`me de Poncelet par Jacobi que ceci revient a` se donner
une courbe elliptique munie d’un point d’ordre n et d’un autre point, situation
parame´tre´e par une surface, alors qu’ici, une fois x1, x2 et x3 ramene´s a` ∞, 0 et
1, on a une varie´te´ de dimension n − 3. Pour n = 5, cela explique qu’il n’y a
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pas de condition sur les xi (point 3) ci-dessus), et , pour n = 4, qu’on trouve
une famille a` deux parame`tres au point 2) ci-dessus.
Par contre, soit (x1, . . . , x6) six quantite´s. Il n’existe en ge´ne´ral pas de corre-
spondance F de bidegre´ 2−2 et six quantite´s (y1, . . . , y6) telles que F (xi, yj) = 0
si et seulement si j = i ou j = i+ 1. Pour qu’il en existe, il faut et il suffit que
(x0 − x1)(x2 − x3)(x4 − x5) + (x1 − x2)(x3 − x4)(x5 − x0) = 0,
i.e. qu’il existe une homographie involutive transformant xi en xi+3 pour i ∈
Z/6Z.
Si cette condition est re´alise´e, il existe Q de degre´ ≤ 5 tel que P − TQ ait
D6 comme groupe de Galois sur Q(x0, . . . , x5)(T ).
2) Soit F ∈ k[X,Y ] une correspondance de bi-degre´ 2 − 2, associe´e a` la
configuration de Poncelet associe´e au polygone a` n coˆte´s; F est compatible si et
seulement si le diviseur DX −DY est d’ordre n, ou` DX (resp. DY ) est la partie
polaire du diviseur de la fonction X = 0 (resp. Y = 0).
Soit F une correspondance 3− 3 compatible avec P 2(F2). Si F (u, v) = 0, le
diviseur de la fonction (Y − v)/(X − u) est e´gal a` 7(DX −DY ), donc DX −DY
est d’ordre 7 dans le groupe de Picard de la courbe (ge´ne´riquement de genre 4)
d’e´quation F = 0. Mais cette condition n’est pas suffisante . Par exemple, la
courbe
F = X3Y 3 + 2X3Y 2 + 4X3Y + 4X3 + 3X2Y 3 + 4X2Y+
3XY 3 + 2XY 2 + 4XY + 4X + 2 Y 2 + 4 Y + 2
de´finie sur F5 est une correspondance 3− 3, le diviseur DX −DY est d’ordre 7,
mais elle n’est pas P 2(F2) compatible.
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